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ABSTRACT. The Bubnov-Galerkin functional method is considered in the solu-
tion of the effective mass equation for the Wannier exciton under an homogeneous
electric field. The magnetic quantum number is taken equal to zero, as for the
calculation of the absorption coefficient when only direct allowed transition are
considered. The eigenvalue and oscillatory equations obtained through the sepa-
ration variables method in parabolic coordinates are shown, the properties of which
are analysed. The fundamental theorems of the functional method are explicity
stated and applied to the equations.

RESUMEN. Este trabajo considera la aplicacién del método funcional de Bubnov-
Galerkin a la resolucién de la ecuacién de masa efectiva para el exciton de Wannier,
bajo un campo eléctrico homogéneo. Teniendo presente el cilculo del aporte de las
transiciones directas permitidas al coeficiente de absorcién sélo se considera el valor
cero del nimero cuintico magnético. Se presenta la ecuacién de autovalores y la
de oscilaciones, obtenidas mediante el método de separacién de variables en coorde-
nadas parabdlicas analizdndose las proptedades de las mismas. Los teoremas funda

mentales que sustentan el método funcional se presentan aplicindese a ambas ecua-
ciones.

INTRODUCCION

En la investigacién de los estados electrénicos de un semicenductor o aislante ha
resultado de mucho interés en los ultimos afios la medicién experimental de mag-
nitudes tales como: la electrorreflectancia y la electroabsorcién. Estas magnitudes
reflejan la modificacién que sufren los estados electrénicos del material al apli-
carsele un campo eléctrico, siendo ellas susceptibles de medirse con gran precision,
presentando una alta sensibilidad respecto a los pardmetros que especifican la es-
tructura de banda del material.

Los resuliados experimentales obtenidos con estas técnicas electropticas ha moti-
vado una investigacién teérica mis profunda de los procesos fisicos presentes. La
teoria unielectrénica que no incluyen ningin mecanismo de correlacién entre los
electrones explica los resultados exPerimentales de algunos semiconductores, pre-
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sentando en otros casos poca coincidencia con estos. Asi, después de Hamakawa!
haber sugerido los efectos exciténicos como responsables de la citada divergencia
con el experimento, varios autores incluyeron en la ecuacién de masa efectiva
un término de interaccién electrén-hueco. Para los semiconductores y dieléctricos
que presentan excitones tipo Wannier, este nuevo término se interpreta como
una atraccién coulombiana apantallada por la constante dieléctrica estdtica del
cristal. ’A k

En este trabajo se presenta un nuevo método de resolucién de la ecuacién de masa
efectiva incluyendo la interaccidn electré-hueco, considerando aquellos estados que
aportan al proceso de absorcién dptica mediante transiciones directas permitidas
en un semiconductor genérico con bandas de energia parabélicas e isotrépicas.

El método de resolucién escogido permite obtener una expresiéon analitica aproxi-
mada para las soluciones del problema fisico, que se estd considerando. Otros au-
tores? han obtenido mediante métodos numéricos el valor en el origen de la fun-
cién de onda normalizada, necesaria en el calculo del coeficiente de absorcién.
Esta magnitud como es conocido, puede ser determinada experimentalmente, no
obstante, la obtencién de una expresion analitica para la funcion de onda es tam-
bien 1itil en el calculo de otras magnitudes fisicas.

En la primera parte de este trabajo se presenta un planteamiento detallado del
problema en estudio, la ecuacién de masa efectiva para el exciton de Wannier y
las caracteristicas generales de sus soluciones.

En la segunda parte'se presenta un resumen del método funcional de Bubnov-
Galerkin (B.G.), incluyendo los teoremas fundamentales que justifican su apli-
cacion.

Por dltimo se hacen las conclusiones del trabajo.

Seccion 1. Ecuacidon de masa efectiva.

. En la teoria de absorcién 6ptica para el excitén de Wannier® se obtiene que el
_coeficiente de absorcion para las transiciones directas permitidas viene dado por
la- expresion:

_ A1 N 50| 6. Pev |t $.(0)]? 8(Eg+ Frn —ho) (1)

Oy = z
nem* 0 -~
kn -

- - —
tonde: Pev = <c|E& * Y] v > esel elemente matricial interbanda

®. es la frecuencia de la luz incidente
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1 indice de refraccion del cristal y
. .
I es el vector de onda total del excitén.

-
La funcién de onda ¢.(r), es la solucién de la ecuacién de masa efectiva que en
nuestro caso tiene la siguiente forma:

h? N o R
[ - o 724+ V(r) ]g{)”(r): E, éu(r) (2)

E, es la energia del par electrén-hueco, 1 la masa reducida de ambas particulas y

-
V(r) es el potencial de interaccién que viene dado por:

2 s i d

—e &€.r

V(r) = —

ol

-
siendo €, la constancia dieléctrica del medio, € el campo eléctrico aplicado y 7 la
distancia entre el electrén y el hueco.

La ecuacion diferencial (2) es analoga a la ecuacién de Schrodinger para el efecto
Stark en, el dtomo de hidrégeno. Sin embargo, debido a que el campo eléctrico de
ionizacion para el excitén de Wannier es pequefio, las diferentes aproximaciones em-
pleadas en el estudio del efecto Stark en los atomos, tales como la teoria de per-
turbaciones y el método WKB se hacen inaplicables en este caso, teniéndose que
recurrir a la bisqueda de la solucién completa de la ecuacién (2).

La simetria axial del problema permite una separacién de variables en coordenadas
parabélicas.* proponiéndose una solucién de la forma siguiente:

u(r) = Af(n) g(§)eim (4)

donde n es el nimero cuantico magnético y A cierta constante de normalizacién.

La sustitucién (4) en (2) reduce el problema a la resolucién de dos ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden, una de las cuales conlleva a un problema de frontera
y la otra a una de autovalores, o sea:

1 d dfx " m? El,
L ; _ — — — — =0 5
x dx [ v dx | _! [ 4x> x A x J 7% (3)

0<x< ool fi(0) { < e fi(x) >0 cuande x—
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1 d dge | ’ m? . ~k']
- ! - +x+B+ — lge=0 (6
x dx [x dx J+[ 4x* »+ B x & (6)
<x<oo'gk(0){<oo

donde se ha definido la variable x como:

1
=(E/E)V/3 ——— n
x (/1) 2{[(&)
donde

&, es el campo eléetrico de ionizacién del excitén
a¢ el radio de Bohr efectivo
_ En

E=E
B = o T he E10 es 1a energia electrodptica.

El parametro de separacién de variable k y k' estan dadas por las relaciones si-
guientes:

k= (4h*/u e €)1/
K= k4 2(6,/€)

De la ecuacién (1) se puede observar que aquellas funciones de onda que se anulan
en el origen no aportan al cceficiente de absorcion, haciéndose necesario un analisis
del comportamiento en el origen de las soluciones de las ecuaciones (5) y (6).
Estas soluciones al ser expresadas en forma de serie de potencias generalizadas para
x —> 0 revelan que sélo para m = 0 no se anulan en el origen.

Las ecuaciones (5) y (6) toman entonces la forma:

k .
- x[ df’" J+ —x+ﬁ—7J fi=0  (7a)
1 d CEL =0 (m
x dx !: * d\c ]+[+x+,8+ x l g =0 ()

Para las ecuaciones (7a) y (7b) se pueden definir respectivamente los potenciales:

V(x):kT—x

’

k
V(x):—-—r—‘——x
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los graficos de dichos potenciales se muestran en las Figs. 1 y 2.

En la Iig. 1 se puede observar que el movimiento es acotado para cualquier valor
de 8, lo cual determina que el espectro de la ecuacién (7a) sea discreto, o sea, que
debemcs buscar aquellcs valores de k& que garanticen una selucién diferente de la
trivial, acotada en el origen, y que tienda asintéticamente a cero cuando x tienda a
infinito. De donde se desprende que la resolucién de esta ecuacién constituye un
problema de autovalores. .

V(r)

- #___g,j/‘@' X

Fig. 1. Potencial efectivo.

La ecuacién (7b), contrariamenie al caso anterior, no representa un movimiento
acotado, lo cual puede observarse en la Fig. 2. Esto trae como consecuencia que la
ncrmalizacién para la funcién de onda de la ccuacién (2) se realice con la delta de
Dirac en la energia.

Puede demostrarse que las ecuaciones (7a) y (7b) para x > B presentan los si-
guientes comportamientos asintéticos.

k
fr(x) ~ — 3 (x—ﬂ)?’/z—m— ] (8a)

= |

1
gr (%) NW sen [ % (x+ B*% + ¢(x)] (8b)
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donde ¢(x) viene dado por: .

i [(F01) V(G ) o]
‘~—-—.-—-,;-'—’t_l, el = 1. - a ,8<0 R e : (9)

| TRE 8 (w )] R

Utilizando las expresiones asintéticas (8a) y (8b) se obtiene para la constante de

normalizacion A la expresién:

¢(x) =

A = W . __é:_ 1/3
2 gt R &y ) 3 (10)

Fig. 2.a. Potencial efectivo para &/ = 2,4 y b, Potencial efectivo para k= — 2, —4.
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Seccién II.  Aplicacién del método de B-G a la resolucion de la ecuacién de masa
efectiva. ' ’

El método de B-G? es una generalizacién del método variacional de Ritz, el mismo
presenta determinadas caracteristicas que lo hacen mads 1itil en la solucién de pro-
blemas fisico matematicos. ' '

Para la ecuacion

Av(P) = f (11)

definida en un dominio S, donde A es cierto operador lineal positivo definido, y la
funcién v(P) satisface condiciones de contorno homogéneos, el método consiste en
seleccionar una secuencia infinita de funciones coordenadas que sean continuamente
diferenciables en el dominio cerrado \ tantas veces como el problema lo exija y que
satisfagan todas las condiciones de contorno del problema. Una solucién aproxi-
mada debe escribirse como combinacién lineal de las funciones coordenadas, v.g.,

wa(P) = él @, ox(P) (12)

donde las ¢y, son las funciones coordenadas. La tarea se reduce a la determinacién
de los coeficienctes i, esto se efectiia sustituyendo en (11) obteniéndose el signiente
sistema de ecuaciones lineales que permite determinar los coeficientes ax

. | S a(Age @) = (fgs)  j=L...n (13)

T
La aplicacién de este método al clasico problema de autovalores.
Av = v (14)
conduce a la resolucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneas:
S [(Agw @) = Maw @) e =0 - (15)
Una garantia fundamental de la aplicabilidad del método radica en su convergencia,
por lo cual haremos una breve exposicién de las condiciones que la garantizan.

Supongamos que el operador A de las ecuaciones (7) puede ser expresado en la
forma siguiente:

A=A, +k , (16)

donde A, es un operador simétrico y positivo inferiormente acotado en un espacio
de Hilbert H. Supongamos que el campo de definicién del operador k contiene el
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campo de definicién del operador 4, e introduciremos el espacio de Hilbert H,
donde el producto a escalar entre dos de sus elementos es:

[v, v] = (4o v, V)

Exijamos ademés que las funciones coordenadas empleadas pertenezcan al campo
de definicién del operador A, que el conjunto de funciones sea completo en H..

Dadas estas condiciones se puede enunciar el siguiente teorema:

TeoremMA 1. Las soluciones aproximadas de la ecuacién (11) construidas por el
método de Galerkin convergen en la energia del operador A4, a la solucion exacta
de la ecuacién si son satisfechas las siguientes condiciones:

La solucién de la ecuacién es unica en H,.
El operador T' = A-! K es completamente continuo en H,.

Para la ecuacién de autovalores el teorema que garantiza la convergencia es el si-
guiente teorema.

TeorREMA 2. Si el operador T = A:)l K es completamente continuo en H, el

método de Galerkin para hallar los autovalores nos lleva a un proceso convergente.

Si ademas la resolvente del operador T sélo tiene polos simples las autofunciones
aproximadas convergen a las exactas. La condicién suficiente para garantizar el ca.-

racter completamente continuo de T' esta contenido en el siguiente teorema.

TroreMa 3. Siel operador K es acotado en H y A7 es completamente continuo en
H, entonces T es completamente continuo en H,. Ademas emplearemos posterior-
mente los teoremas auxiliares:

TeEorEMA 4. Si A, es un operador simétrico, positivo inferiormente acotado
(PIA), con espectro discreto entonces A7! es completamente continuo.

TeoREMA 5. Sea un operador PIA tal que cualquier conjunto de funciones,
todas ellas con normas energéticas acotadas, sea compacto en el sentido de con-
vergencia en media. Entonces el operador tiene espectro discreto, es decir, se
cumple que:

a. El operador tiene un conjunto infinito de autovalores

0<l <l ... <k ..., lim b= o0

[
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b. Las autofunciones forman un conjunto completo en el sentido de convergencia
en energia y en el sentido de convergencia en media.

Hacemos notar que para un operador PIA las condiciones del teorema 5 son
también mnecesarias para que tenga espectro discreto.

Una forma de garantizar que el operador A7' son completamente continuo es
demostrar que éste cumple los requisitos del Teorema 4 y para garantizar que
tenga espectro discreto estdn los requisitos del Teorema 5.

La ecuacién (7a) constituye un problema de autovalores, ésta toma la forma

siguiente:
d d ) .
- —.dx[ x 1c)l);c J+ [x2 — Bx] v =R (17)
donde A = — k y las condiciones de contorno son:

[u(0) | <o w(w) =0 Tw] =1

El operador A sera en este caso

d d V 2
A:-——d—x—[x—;l—;‘.}—k(x Bx) (18)

este operador es evidentemente lineal, ademas es simétrico, es decir,
(A v,v) = (Av, v)

Este operador se convierte en PIA si se le ahade determinado parametro, efec-
tivamente, definiendo el operador 4’ como

2

B
A’:A+‘4 + € E>0 19)

A" sera PIA para todo valor de A, ya que
(4 v,v) =€ |lv]]? (20)

Es obvio que A" y A tienen las mismas autcfunciones y sus autovalores estin
relacionados mediante:

2
?x':;\,‘f‘lg

+ € (21)
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luego podemos usar para las futuras demostraciones el operador A’ en lugar

del operador A.

Por otra parte la ecuacién (17) constituye un problema clisico de Sturm-
Liouville para el cual estan demostradas, varias propiedades.’

Estas propiedades aseguran el conjunto de autofunciones de A’ sea completo en
el sentido de convergencia en media. Como estas son autofunciones de A’ que
es un operador PIA también constituyen un conjunto completo en el sentido de
convergencia ¢n la energia® de 4’

Todo lo anterior junto con el teorema 5 de esta seccién nos lleva a concluir
que A’ tiene espectro discreto y escogeremos a este como el operador A, del mé-

tode de Galerkin.

Segtin el teorema 4 el operador (A’')"! es completamente continuo, si ademas to-
mamos como operador K el operador identidad tendremos por el teorema 3 que
el operador T = (A’)' es completamente continuo en H,. Ademas esta selec-
cion de K hace que la resolvente del operador T sélo tenga polos simples tal
como requiere el método para la convergencia de las autofunciones. Inmediata-
mente el teorema 2 nos asegura que el método de Galerkin nos dara autovalores
y autofunciones aproximados que convergen a los exactos.

La ecuacion. (7b) no constituye un problema de autovalores, ella es responsable
del caracter centinuo del espectro, por lo cual se plantea como solucién de dicha
cecuacion la expresion.

[g2(x)+ @(x) 0L 2,
g (x) =1 X 2 % (22)
| g=(x)

A

preservando asi el comportamiento asintético g.(x) dado por la expresion (9)
y donde el punto x, se toma de forma tal que para valores de x > x, sea vali-
do dicho cemportamiento. De esta manera la expresion (22) determina que
gr(x) sea continua en todo el intervalo de definicién, lo que obliga a la funcién
¢(x) a cumplir la condicién (x,) = 0

En concordancia con (22) se obtiene para @(x) la ecuacion:
d_|

< | x%]—% (K" + Bx + 2°] ¢ = —gu(x) (K + Bx + 22) | 9(0) | < o0

o(x) =0 (23)

En este caso los operadores A, y K se definen como
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_ d do
Do== G * & ] |

[ @(0) | < o @(x) =0 (2
y

Eo=— (K + Bx+2*)o (25)

De acuerdo con las definiciones de A, y K sus correspondientes campos de defi-
nicién contienen las siguientes funciones:

a. DA, estd definido por el conjunto de funciones doblemente diferenciables en
0 < x < x, que estdn acotadas en x = 0 y se anulan en x = x,

b. D; estad definido por el conjunto de funciones continuas en [0, %0 ].
En el analisis de la validez del método B-G puede demostrarse que:
1. El operador A, definido por la relacion (24) es simétrico
(Ao, v) = (4o, V)
2. El operador A, es PIA, o sea

, 1
A ) Sofofs =m0

3. El operador A, tiene espectro discreto, pues demuestra que cualquier con-
junto de funciones con norma energética acotada es compacto en el sentido
de la convergencia en media.

De esta manera se garantizan las condiciones del teorema 4 y se afirma que el
operador A(f es completamente continuo en H.

4. El operador K es acotado.
[Ke|[<Cllo]

Luego, empleandc el teorema 3 quedan garantizadas las condiciones del teorema 1
y queda demostrado que el método B.G. nos permite obtener soluciones analiticas
aproximadas que convergen a la solucién exacta.

CONCLUSIONES

Queda demostrado que la ecuacién de masa efectiva para el excitén de Wannier
hajo un campo eléctrico homogéneo con la restriccién, m = 0 puede ser resuelta me-
diante el método funcional de Bubnov-Galerkin. Este método provee soluciones
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aproximadas en forma analitica de las ecuaciones que se obtienen al separar varia-
bles en la ecuacién de masa efectiva en un sistema de coordenadas parabdlicas. Los
parametros de la separacién de variables aparecen relacionados con los autovalores
de la ecuacién diferencial de espectro discreto los cuales también pueden ser calcu-
lados por este método.

Para la ecuacién (17) se demuestra que €l operador diferencial A’ es un operador
simétrico PIA, y con espectro discreto lo cual implica que el método de B-G es
apropiado para hallar sus soluciones y autovalores, convergiendo las soluciones
aproximadas a la exacta en la energia del operador A’

La ecuacién (7b) es necesario reducirla a una en que las soluciones sean normali-
zables, es decir, con espectro discreto. Esto se efectia mediante la transformacion
(22) que separa la parte asintética no normalizable de la solucidén y convierte la
ecuacién en otra cuyo rango de variacién en x es finito, siendo sus elementos
normalizables. Para la ecuacién diferencial (23) se demuestra que el operador A,
es simétrico PIA y de espectro discreto, en tanto el operador K es acotado, con
lo que se garantiza la validez del método en este caso, convergiendo las soluciones
aproximadas a la exacta en la energia del operador A,.
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